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ABSTRACT

A partir de la definicién de privacion formulada por Hey y Lambert (1980), se
propone un esquema de ponderacion, dependiente de un parametro de carac-
ter distributivo, al agregar la privacion asociada a los distintos niveles de renta, lo
gue permite expresar la privacion media de la sociedad como el producto de la
renta media de la poblacion y el indice de Gini generalizado. En ese contexto se
analiza el efecto sobre la privacion de un impuesto sobre la renta, tanto a nivel
individual como sobre el conjunto de la sociedad. Entre otros resultados, se ob-
tiene una interpretacion normativa de los indices de Kakwani y de Reynolds-
Smolensky cuando se especifica una funcion de bienestar social consistente con
el coeficiente de Gini generalizado.

Cadigos JEL: H24, 13, O15

Palabras clave: privacion, desigualdad, indice de Gini generalizado, im-
puesto sobre la renta, bienestar, estadistico de primer orden.






Instituto de Estudios Fiscales

1. INTRODUCCION

1.1. La privacion relativa en la literatura

En los trabajos clasicos que se ocupan de la privacion, casi todos ellos encua-
drados en el ambito de la sociologia, se hace referencia a “sentimientos” que
surgen como consecuencia de la desigualdad, entendida en sentido amplio,
existente dentro de un grupo. La idea de privacién® aparece inicialmente en la
obra de Stouffer y otros (1949), y diferentes versiones de ella en Davis (1959),
Runciman (1966), Gurr (1968) y Crosby (1976, 1979), aunque en ninguno de
estos trabajos se aborda su medicion.

Se trata de un concepto que ha sido aplicado a diferentes campos (politica,
historia, sicologia, economia,...) con el propdsito de modelizar, en ciertos as-
pectos, el comportamiento de la sociedad.

El planteamiento sociologico que ha tenido mayor repercusion al estudiar la
privacion desde un punto de vista econdmico ha sido el de Runciman (1966),
debido quizas a que sus enunciados son mas precisos, lo gue hace mas aborda-
ble su tratamiento analitico. Para este autor, un individuo se siente privado de A
si: 1) no tiene A, 2) otros individuos tienen A, 3) desea A, y 4) considera factible
tener A. Sefiala que la privacion es un concepto relativo dado que cada individuo
compara su situacion con la de los miembros de algin grupo de la sociedad, en
el que centra sus aspiraciones (lo que para él constituye su grupo de referencia)
o con la de la sociedad en su conjunto, siendo su magnitud la cuantia de la dife-
rencia entre la situacion deseada y la situacion del individuo que la desea.

Al trasladar los enunciados de Runciman al ambito econdmico, dada la difi-
cultad de cuantificar la privacion, variable latente no observable, las distintas
formulaciones que se han propuesto en la literatura (Yitzhaki (1979, 1982), Hey
y Lambert (1980), Chakravarty y Chakraborty (1984), Berrebi y Silber (1985),
Paul (1991), Podder (1996), Chakravarty (1990, 1997), Ebert y Moyes (2000) y
Barcena (2001), entre otras) definen la privacion respecto a la renta, variable
observable e indice habitual para medir la capacidad de una unidad econdémica
para el consumo y posesion de bienes, mediante una relacion que parece razo-
nable suponer mondétona decreciente. En Chakravarty y Mukherjee (1998) y
Chakravarty y Moyes (2002) también se define la privacion a partir de la renta,

' El Diccionario de la Lengua Espafiola de la Real Academia Espafiola, en la acepcion segunda
del término privacion lo define como “carencia o falta de una cosa en sujeto capaz de tenerla”
y en la acepcion cuarta como “ausencia del bien que se apetece y desea”.
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mediante la especificacion previa de una funcion de utilidad. Este modo de pro-
ceder implica una notable simplificacidn, en especial para quienes perciben ren-
tas situadas en las colas de la distribucion, aunque se trata de una aproximacion
analoga a la que se realiza al abordar la formulacion de otras magnitudes no ob-
servables, como la desigualdad o el bienestar social.

Si la privacién se define como funcion de la renta, es evidente que cuando la
distribucion de esa variable sea igualitaria la privacion experimentada por cada
individuo y su valor medio para la poblacion seran nulos. Por otra parte, tampo-
co es sorprendente que, para distribuciones de renta no igualitarias, el valor es-
perado de la privacién para el conjunto de la sociedad se identifiqgue con una
medida de desigualdad. En la formulacion de Yitzhaki (1979) y de Hey y Lam-
bert (1980) es el producto de la renta media y del coeficiente de Gini.

Se ha sefialado que la privacion es un concepto relativo, y lo es en un doble
sentido. Por una parte, los individuos tienden a establecer comparaciones con
guienes consideran proximos y no con quienes estan en una situacion para ellos
inaccesible, de manera que cada individuo establece sus aspiraciones en funcién
de la situacion que percibe en un conjunto concreto de individuos o grupo de
referencia®. Por otra, la privacion es una cuestion de intensidad. El Unico indivi-
duo que en la sociedad o dentro de su grupo no esta privado es el que percibe
la renta mas alta. Como indica Runciman (1966), “una persona privada relativa-
mente no tiene que estar privada objetivamente, en el sentido de que se pueda
demostrar que carece de algo. El concepto de privacion relativa implica una
comparacion con una situacion real o imaginaria de otra persona o grupo de
ellas”. Se trata, por lo tanto, de un sentimiento subjetivo.

Aunque la terminologia sugiere una relacion entre privacion y pobreza, es
evidente que el primero es un concepto mas amplio. Al cuantificar la pobreza en
una distribucion de renta no se establece una comparacién entre individuos, si-
no que se compara la renta de cada uno de ellos con un nivel prefijado (linea de
pobreza). Dado que la privacion supone la carencia de algo que se desea, cabe
suponer que todo pobre esté privado, si bien un individuo que sienta privacion
no es necesariamente pobre.

La relacion entre privacion y bienestar social deriva de la existente entre priva-
cion y desigualdad. Cuando el bienestar se identifica con el valor medio de una
funcion de utilidad dependiente de la renta, la privacion asociada a cada nivel de
renta puede intervenir en dicha funcién como una desutilidad. Procediendo de ese

% En los trabajos citados se considera todo el campo de variacién de la variable renta, lo que
implica tomar como grupo de referencia a la sociedad en su conjunto. Si se contemplan en la
distribucion total distintos grupos de referencia, identificando cada uno de ellos con un inter-
valo de renta, los resultados que se obtienen a partir de sus respectivas distribuciones trunca-
das son formalmente idénticos a los obtenidos para la poblacion total, restringiendo las
medidas estadisticas que en cada caso sean relevantes a esas distribuciones.
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modo, a partir de la definicion de privacion propuesta por Hey y Lambert (1980)
se obtienen funciones de evaluacion social consistentes con el coeficiente de Gini.

De las formulaciones de la privacion, desde el punto de vista econémico, la
de mayor repercusion en la literatura y a la que se hace referencia en la mayoria
de las restantes propuestas, es la de Hey y Lambert (1980). Ello se debe, pro-
bablemente, no s6lo a que su definicidbn es muy intuitiva y permite una inter-
pretacidn normativa del indice de Gini, sino también a que toma como punto de
partida la comparacion entre individuos. Comienza definiendo la privacion de un
individuo con renta x respecto a otro con renta z, P(x,z), y obtiene, a continua-
cion, la privacién asociada al nivel de renta x, P(x), agregando la privacion de ese
individuo respecto a quienes tienen una renta mayor. La esperanza matematica
de la funcion P(x), E(P(X)), proporciona la privacién social media. En otras pro-
puestas se elude la primera etapa mediante distintas definiciones directas de
P(x) a partir de las cuales se obtienen, como valor medio, una amplia gama de
indices de desigualdad®, pero esas definiciones no derivan, al menos de forma
explicita, de la comparacion entre individuos en distinta situacion.

1.2. Enfoque tedrico y organizacién de este articulo

En algunos de los trabajos citados anteriormente interviene en la definicion
de la privacion un parametro real que tiene un significado distributivo, como su-
cede en casos particulares del enfoque de Chakravarty y Chakraborty (1984), o
que permite introducir juicios de valor acerca del efecto sobre la privacion de
las transferencias de renta entre los individuos (Paul (1991)).

En este trabajo, a partir de las definiciones de privacion formuladas por Yit-
zhaki (1979) y Hey y Lambert (1980), ambas equivalentes, se propone un es-
guema de ponderacion, dependiente de un parametro, al agregar la privacion
asociada a los distintos niveles de renta, lo que permite expresar la privacion
media de la sociedad como el producto de la renta media de la poblacién y el
indice de Gini generalizado. El esquema de pesos utilizado es analogo al que
conduce a la generalizacion del indice de Gini propuesta por Yitzhaki (1983) en
la que un incremento del parametro implica una agregacion de los valores de la
curva de Lorenz que aumenta la ponderacion asignada a las rentas mas bajas.
Una idea similar es la que subyace en nuestro planteamiento. El parametro de la

3 Se trata de funciones de la forma: Wk (X) = (1-kG), 0<k <1, siendo p la renta media de la

distribucion x y G su indice de Gini. En particular, para k =1 se obtiene la renta equivalente
igualmente distribuida asociada a dicho indice.

* De esta forma se procede en Berrebi y Silber (1985). Distintas definiciones de P(x) tienen

un valor medio que coincide con indices de desigualdad tales como el indice de Atkinson, el
de Theil, etc. Sin embargo, esas definiciones tienen un caracter ad-hoc, en funcion de la ex-
presion analitica del indice que se desea obtener.
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funcidn peso tiene un significado distributivo semejante al que desempefia el pa-
rametro de aversion a la desigualdad que define el indice de Atkinson. En parti-
cular, cuando el pardmetro que interviene en el esquema de ponderacion toma
valores enteros, la privacion social tiene una sencilla interpretacion ética que se
establece en términos estadisticos. Al planteamiento y desarrollo de estas cues-
tiones se dedica la seccidon segunda.

La relacion existente entre la privacion social y el indice de desigualdad de
Gini, junto con el hecho de que la metodologia Lorenz-Gini sea la mas utilizada
en la definicion de los indices sintéticos mediante los que se evalla la progresivi-
dad global de un impuesto, tanto en el aspecto de su desviacion de la propor-
cionalidad como en el de su efecto redistributivo, justifica el plantearse el
estudio de la incidencia que sobre la privacion tiene un impuesto sobre la renta,
tanto a nivel individual como sobre el conjunto de la sociedad. Esta cuestion ha
sido poco tratada en la literatura, al contrario de lo que sucede con la relacion
entre bienestar e imposicion, a pesar de que permite obtener, entre otros resul-
tados, expresiones de los indices sintéticos clasicos utilizados para evaluar la pro-
gresividad y el efecto redistributivo del gravamen a partir de la variacién del valor
medio de la privacion al pasar de la distribucion de renta antes de impuestos a la
distribucion de renta disponible. Entre los trabajos que se han ocupado de la rela-
cion entre privacion e imposicion estan los de Mukherjee (1997), Imedio, Parrado
y Sarrion (1999), Imedio y Barcena (2002)° y, desde un enfoque utilitarista, los de
Chakravarty y Mukherjee (1998) y Chakravarty y Moyes (2002).

En la seccion tercera se analiza, en primer lugar, el efecto de un impuesto
sobre la renta, creciente y gue no modifique la ordenacion inicial de los contri-
buyentes, respecto a la privacion individual y social definida en el sentido de Hey
y Lambert (1980), siguiendo la linea de Imedio, Parrado y Sarrién (1999). Al
agregar los valores individuales de la privacion, antes y después de aplicar el im-
puesto, mediante el esquema de ponderacion utilizado en la seccion anterior, se
demuestra que la variacion de la privacion media, al pasar de la distribucidn de
renta antes de impuestos a la de renta después de impuestos, coincide con la va-
riacion de la desigualdad absoluta entre ambas distribuciones evaluada mediante
el coeficiente de Gini generalizado. Por otra parte, se demuestra que la aplicacion
de un impuesto progresivo reduce la privacion de cada individuo en mayor cuan-
tia que el proporcional de recaudacion equivalente, mientras que para la pobla-
cion resulta que el indice de efecto redistributivo de Reynolds-Smolensky (1977),
formulado mediante el indice de Gini generalizado, se puede expresar como el
cociente entre la reduccion media de la privacion que implica la progresividad
frente a la proporcionalidad, y la renta media disponible. Analogamente, el indice
de progresividad de Kakwani (1977) es el cociente entre dicha reduccion media y

> En este trabajo las comparaciones entre individuos no se establecen a partir de la diferencia
entre sus rentas, sino en funcion de las posiciones 0 rangos que ocupan en la distribucion.
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el impuesto medio. Por supuesto, también en este contexto al aumentar el valor
del parametro que interviene en la ponderacién se asigna mayor peso a la inci-
dencia del impuesto en niveles de renta cada vez mas bajos.

Al considerar las funciones de bienestar social, consistentes con el indice de Gini
generalizado, correspondientes a la distribucion de renta inicial y a las distribuciones
de renta después de impuestos asociadas a un impuesto progresivo y al proporcional
de recaudacion equivalente, se obtiene una interpretacion ética de los indices sintéti-
cos que miden la progresividad y el efecto redistributivo del impuesto.

Por ultimo, en la seccion cuarta se sintetizan los resultados obtenidos.

2. PRIVACION E INDICE DE GINI GENERALIZADO

Para facilitar el tratamiento analitico supondremos que la renta viene repre-
sentada mediante una variable aleatoria continua® y no negativa, X, cuyo reco-
rrido es [x,x*],x;20, y cuya funcion de distribucion, F:[x;x*| - [04], es
diferenciable con continuidad (la funcion de densidad f(x)=F(x) es continua),

X

X*
siendo p=E(X)= deF(x) la renta media, L(F(x)) :ijde(s) la curva de Lorenz
U
X1 X1

1
y G= 2J'(p ~L(p))dp, con p =F(x), el indice de Gini de la distribucion.
0

A partir de la afirmacion de Runciman (1966): “La magnitud de la privacién es
la cuantia de la diferencia entre la situacion deseada y la situacion del individuo
que la desea”, Hey y Lambert (1980) especifican la privacion de un individuo
con renta x respecto a otro con renta z como:

—X,Z>X

[1]

D4
DHL(X,Z):%) < x

La privacién media asociada al nivel de renta x, D, (x), se obtiene ponderan-
do Dy (x.z) con dF(z), y agregando para las rentas z > x:

® La hipétesis sobre la continuidad de X no significa que los resultados que se obtienen no

puedan trasladarse al caso de una distribucion de renta discreta. De hecho, los resultados mas
b

importantes se basan en el calculo de integrales de la forma I g(x)dF(x). Si su obtencién se
a

realiza en el marco de la teoria de la integracion de Rieman-Stieltjes, se est4 dando un trata-
miento unificado a los casos continuo y discreto. Sélo aquellas relaciones que supongan la
derivabilidad de F(x) quedaran sin demostrar para el caso discreto, lo que no implica que su

validez pueda establecerse mediante procedimientos mas laboriosos.
— 11—
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X*

Dy (x) = J.DHL (x,2)dF(2) = U1 - L(F(x))) - x(1-F(x)) =

_ 1 -L(F(x)) E
=([1-F(x - X
a-FoF P o
por lo que coincide con el producto de la proporcion de individuos con renta
mayor que x y la diferencia entre la renta media de ese grupo y x. Es inmediato

que Dy (x) es una funcidn decreciente (D, (x)=F(x)-1<0) y convexa
(D (x = f(x) > 0)) de la renta, siendo Dy (x;) = -x;, Dy (x*)=0.
La privacion media para el conjunto de la sociedad viene dada por:
X*
EDwL (X)) = IDHL(X)dF(X) = MG, [3]
X1
el producto de la renta media y el coeficiente de Gini. Fijada [, existe una rela-
cion lineal entre la privacion social media y el indice de Gini, siendo maxima la
privacion (igual a 1) cuando lo es la desigualdad (G =1).
Para extender el enfoque anterior e interpretar el indice de Gini generaliza-

do, propuesto por Yitzhaki (1983), como medida de privacion social hay que
tener en cuenta que dicho indice se expresa como:

1
GB)=1-B@B —1)1(1— P)P?L(p)dp , B >1,p =F(x)
0 [4]
Se trata, en realidad, de una familia de indices de desigualdad, uno para cada
valor del parametro B >1, siendo G(2)=G el indice de Gini ordinario. Integrando
por partes, [4] también puede expresarse como:

1 1
G(B)=1-B[(1- p)P L (p)dp =1-L'(0) - fa- p)PL (p)dp. [5]
0 0

El parametro B incorpora un criterio de valoracion distributiva. EI compor-

tamiento de G(B) en los valores extremos del pardmetro es analogo al del indice

de Atkinson (1970) en el sentido de que limg_;G(B) =0 Y limg_ ,G(B) = 1—X—ul, al

ser [1-p|<1.

A partir de la expresion [2] se puede generalizar el proceso de promediacion,
para calcular la privacion social media, aplicando a Dy, (x) una ponderacién que
incorpore juicios de valor de contenido distributivo. Supongamos que el peso
asignado a Dy (x) es:

wx,A) = (A +DA-F(x)* , A>-1. [6]
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X*
Es inmediato que [w(x,\)dF(x) = 1. Por otra parte, si AU (-1,0) es awg)((,)\)
X1

>0

por lo que se asignara mayor peso a la privacion de los individuos con rentas
altas. Para A=0 es w(x,y)=1y estamos en el supuesto de Hey y Lambert (ex-

presion [3]), mientras que si A>0 al ser @ <0 Se asigna un mayor peso a
X

la privacion asociada a los niveles inferiores de renta y a medida que crecex ma-
yor es la ponderacion asignada a los mas pobres.

Proposicion 1. La privacion media para el conjunto de la sociedad al aplicar a
Dy (x) el esquema de ponderacion w(x,y), Dw(X), coincide con el indice abso-
luto de desigualdad uG(x +2), siendo G(A+2)el indice de Gini generalizado de
orden A+2.

Demostracion. A partir de [2] la media ponderada, segin w(x,A), de Dy, (x) es

X*

Doy (X) = [Dy (), A)IF(x) =

k* X* U
= p(A + 1)5[(1— F(x))* dF(x) - fa- F(x))* L(FOO)IF(x) - [7]
X1 X1 U

X*

-\ +1) J’x(l— FOO))MLF(x).

La primera de las integrales del segundo miembro es inmediata:
X*
J'(l—F(x))AdF(x) :)\iﬂ. La segunda, haciendo F(x)=p Yy teniendo en cuenta la
X1

definicidn del indice de Gini generalizado, se puede expresar como:

1-G(\ +2) (8]

X* p
J@=FON LECOAF) = [A-p)" L(pdp = (=5 am T
Xq °

Finalmente, la tercera integral haciendo de nuevo F(x)=p, teniendo en
cuenta que L'(p) =Xe integrando por partes, es:
U

X* 1
[xa- F(x))* ™ dF(x) = (- p)ML'(p)dp =
" i [9]

1
_ Y _ H1-G(A +2))
= pA + 1)!(1 p)"*L(p)dp nr2)

A partir de [7], [8] y [9], resulta:
— 13—
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Dy (X) = HG(A +2), [10]

lo que concluye la demostracion.

En consecuencia, fijada la renta media, Do(X) es una funcién creciente de A
de acuerdo con el comportamiento del indice de Gini generalizado en funcion
del pardmetro. Cuando A — -1,Dw(X)— 0 debido a que el interés se centra en
la privacion del individuo mas rico, que es nula. A medida que aumenta A se
asigna un mayor peso a la privacion asociada a las rentas menores de la distribu-
cion. Esto es, el papel de valoracion distributiva que juega A en el &mbito de la
desigualdad se traslada al contexto de la privacion.

Cuando A es entero positivo la expresion [10] tiene un significado intere-
sante tanto desde un punto de vista de valoracion distributiva, como desde un
enfoque estadistico. Si de la distribucién de renta representada por F se extrae

una muestra aleatoria de tamafio A +2, Xy, X5,...,X5,2 Y x( es el estadistico de

primer orden, que asigna a cada muestra su renta minima, la privacion del indi-
viduo con menor renta en la muestra, D, es la diferencia entre la media
muestral y la renta minima

-x®, [11]

Al considerar todas las muestras de tamafio A +2, el valor esperado de la ex-
presion anterior es

£p®)- E(Xl + X o+ X J_E(X(l)): w-elx®).  [12]

A+2

Teniendo en cuenta que la funcion de distribucion del estadistico X® es
F(x)=1-(1-F(x))*"2, integrando por partes, haciendo p=F(x) y utilizando [4],
resulta

X* 1
EX®) = [xdFy() = p(h+2) [L (p)(L-p)**dp =
X1 0 [13]

1
=u(.+ D +2)[ A-p)*Lp)dp = n(1- G(A +2)),
0

y en consecuencia
E(D(l)): HG(A +2) = Dg(X). [14]

Por lo tanto, queda establecido el siguiente resultado:
Proposicion 2. Cuando en el esquema de ponderacion w(x,A) el parametro

A es un entero positivo, la privacion social media coincide con el valor esperado
de la privacion que experimenta el individuo con menor renta en una muestra
aleatoria de tamafio 1 +2.

— 14—
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De nuevo se pone de manifiesto el papel que desempefia A como parametro
de valoracion distributiva. Cuando A crece, siempre en el conjunto de nimeros
enteros, aumenta el tamafio de la muestra, pero dentro de ella el interés se
centra en el individuo mas pobre. Cuando A - +w, la muestra tiende a identifi-
carse con la poblacion y, en tal caso, la privacion social media se aproxima a la
de la renta minima de la distribucion, p - x;.

Los resultados obtenidos en esta seccion permiten incorporar la familia de
indices uG (A +2),A> -1, como medidas de privacién social, lo que puede ser
interesante en trabajos aplicados. El analista puede seleccionar el valor dei, o

un rango de valores de ese parametro, para contrastar la robustez de la ordena-
cion de la privacion social media respecto a distintos juicios distributivos.

3. PRIVACION E IMPOSICION SOBRE LA RENTA

Sea t(x) un impuesto que grava la renta y supongamos que la carga fiscal que

recae sobre cada individuo s6lo depende de su renta inicial’. Se admite, para
facilitar el tratamiento analitico, que t(x) es derivable?, que la renta después de

impuestos, x —t(x), es positiva gﬂ <1,x> xlg y creciente respecto de la renta
X

antes de impuestos (t'(x)<1,x >x;), lo que equivale a que la aplicacion del gra-
X*
vamen no modifica la ordenacion inicial de los contribuyentes. Si t= It(x)dF(x)
X1
es el impuesto medio, a=1/u es el tipo medio global, y u(l-a) es la renta me-
dia después de impuestos.
Designemos por Dy x(x) ¥ Dy x_7(x) la privacion del individuo o unidad

Impositiva con nivel de renta inicial x, en las distribuciones de renta antes y
después de impuestos, respectivamente. Dado que el pago del impuesto no
altera la ordenacion preexistente de los contribuyentes, a partir de [2], la pri-
vacion asociada al nivel de renta inicial x en la distribucion después de im-
puestos, es’:

" Ello equivale a considerar que las unidades impositivas son homogéneas en relacion al resto
de caracteristicas y circunstancias que, ademas de la renta, inciden en la carga fiscal, o bien
que nos referimos a una subpoblacion homogénea respecto de esas otras caracteristicas.

8 En la préctica, las tarifas impositivas son funciones lineales o polinomiales por tramos, por lo
que cumplen esa condicién salvo en un nimero finito de puntos.

® Como el pago del impuesto no modifica la ordenacién de los contribuyentes, segun su renta
inicial, si Fy G son, respectivamente, las funciones de distribucion de la renta antes y después
de impuestos, se verifica F(x)=G (x -t (x)).
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Dy x-7 (%) = [(L= o)~ L7 (FO))= (x = 1)) (L~ F )], [15]

X

siendo Ly_1(F(x)) = ﬁj(s - t(s))dF(s) la curva de Lorenz de la distribucion
X1

de la renta disponible.
Si h(x) es la diferencia entre la privacion antes y después de impuestos para
el nivel de renta x:

h(x) =Dy x (X) =Dy x-1(X),
es inmediato que su derivada:
h'(X) =Dy x (X) =Dy x—7 (X) = t(X)(F(X) - 1),

es negativa si y sélo si el impuesto presenta tipos marginales positivos, t' (x)>0,
lo que equivale a que t(x) sea creciente o absolutamente progresivo. En tal ca-
so, la funcion h (x) es estrictamente decreciente y, dado que se anula en el nivel
de renta maxima, h (x*)=0, se puede asegurar que h(x)>0,x; <x <x*. Es de-
cir, la aplicacién de un impuesto estrictamente creciente implica una reduccion
de la privacion para todos los niveles de renta.

Para el conjunto de la sociedad, al agregar los valores individuales mediante el
esquema de ponderacion w(x,A), la reduccion media de la privacién, aplicando
[10], viene dada por:

Dyx ~Dax-1 =HGx(A +2) —pl- a)Gx_t(A +2) =
=GAy(A+2)-GAy_t(A+2),
diferencia de los indices absolutos de Gini generalizados de las distribuciones
antes y después de impuestos. Esto es, todo impuesto estrictamente creciente,
al reducir las diferencias iniciales entre niveles de renta sin modificar el rango,
produce una disminucion de la privacion en el &mbito individual y, por tanto, a
nivel social.

Es interesante observar que también en este contexto se pone de manifiesto
el significado distributivo del parametro A. Si A=0, la variacion de la privacion
media se expresa mediante los coeficientes de Gini ordinarios y a medida que su
valor se incrementa se asigna mayor peso a la incidencia del impuesto sobre las
rentas bajas de la distribucion, de modo que en el limite, si A - «, la variacion
de la privacion media:

GAx(A+2)=GAx_7(A+2) - H=Xxg = (U1~ a) = (X1 —t(X1))) = pa = t(xy),

[16]

depende Unicamente de la diferencia entre el impuesto medio y el impuesto que
recae sobre la renta minima de la distribucion.
Un impuesto progresivo en el sentido habitual o relativo (tipos medios cre-
t(x)

cientes) no sélo reducira la desigualdad absoluta, dado que 0<—~%<t(x), x > X4,
X
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sino también la desigualdad relativa'® evaluada a través de cualquier indice con-
sistente con el criterio de Lorenz (Fellman (1976)-Jakobsson (1976)). El efecto
de un impuesto de este tipo sobre la privacion se pone de manifiesto al compa-
rarlo con la incidencia del proporcional de recaudacion equivalente.

La privacion para un individuo con renta inicial x tras la aplicacion de dicho
impuesto proporcional viene dada por:

Dy prop (X) = [(L = @)L= L(F())) ~x(1- a)(L~ F(x))] =

[17]
= (1-0)Dp x () 4 X > Xxq,

ya que para un impuesto de este tipo, al dejar invariante la desigualdad relativa,
las curvas de Lorenz de las distribuciones de renta antes y después de impuestos
coinciden. Es decir, un impuesto proporcional reduce la privacion asociada a
cada nivel de renta en una proporcion que coincide con el tipo medio global. La
diferencia entre las expresiones [15] y [17], es:

9(X) =Dy x-1(X) -Dyprop (X) = [18]
= [ = ) (Lx (FO) ~Lx-r (FO)) + () = o)L= F))] x > xg.

El primer sumando de la expresion anterior es negativo si t(x) es progresivo,
dado que Ly_t (F(x))>Ly({F(x)), x > x,. El segundo sumando también es no positi-
vo para los niveles de renta, x, tales que x; <x <x,, siendo x, la renta cuyo tipo
t(Xo)

medio impositivo coincide con el tipo medio global*,
X0

=a, debido a la pro-

t(X) < Xo) _
Xo
analizar el signo de g(x) para x > x,. Para ello, teniendo en cuenta que:

g'(x) = (t'(x) — )@ -F(x)),

gresividad: x, <x<xq O =a, por lo que t(x)-ax<0. Queda por

t(X) S 1xo0)
Xo

Dado que g(x ):0, resulta que g(x)<0 si x >x,. En definitiva, para cualquier

nivel de renta del intervalo [x,,x*] se verifica Dy x.1 (X) <Dyprop (). EStO €5, Un

impuesto progresivo reduce la privacion de cada contribuyente en mayor cuan-
tia que el impuesto proporcional de igual recaudacion.

Para el conjunto de la sociedad, la reduccion media de la privacion que supo-
ne la aplicacion de un impuesto progresivo frente al proporcional de recauda-

X>xXo 0 t(x)>—2 =a, y con ello g es estrictamente creciente, g'(x)>0.

10 g t (x) es positivo para todo nivel de renta, es inmediato que la progresividad relativa im-
plica la absoluta. En caso contrario ambos tipos de progresividad son independientes.
1 Si t (x) es estrictamente progresivo, p, =F (x,) es lo que Pfahler (1983) denomina el coefi-

ciente de las participaciones proporcionales. Define el punto de separacién entre los contri-
buyentes que ganan y pierden como consecuencia de la progresividad, frente a la
proporcionalidad.
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cion equivalente, al agregar los valores de la privacion asociada a los diferentes
niveles de renta mediante el esquema de ponderacion w(x,A), viene dada por:

Dux-prop ~Dpx-1 =H(1- a)Gx (A +2) -Gyt (A +2)]=
=u1-a)lgs(A +2),

siendo Izs(A +2) el indice de Reynolds-Smolensky definido a partir del indice de

Gini generalizado®. De nuevo, en la igualdad anterior un aumento del parame-
tro A implica, dado el significado del indice Igs(A +2), asignar mayor peso al

efecto redistributivo del impuesto en los niveles inferiores de renta. Si A - o,

[19]

X X1 —t(xq1),  axq —t(Xq)
lha(A+2) > 1-2L)-(@1-22L Uy=""1 o 20
s +2) - =2 -a- " = ST [20]
€en Cuyo Caso.
Dwx-prop ~Dux-1 - axg —t(xy), [21]

por lo que la reduccion de la privacion media que supone la progresividad frente
a la proporcionalidad s6lo depende de la diferencia entre el impuesto que paga-
ria la renta minima con un gravamen proporcional y el que realmente paga con
el progresivo de igual recaudacion.

Al suponer que el impuesto presenta tipos marginales inferiores a la unidad a
lo largo de toda la escala de rentas (caso de no reordenacion de los contribu-
yentes), la relacion entre Igs(A+2) y el indice de progresividad de Kakwani,

I (A +2), definido mediante el coeficiente generalizado de Gini®:
ks (A +2)= "Ik (A +2), [22]
permite escribir la expresion [19] de la siguiente forma:

Dux-prop ~Dgx-1 =M@~ 0)lgg (A +2) =palg (A +2). [23]

La igualdad anterior indica que un aumento en la progresividad del impuesto
sin que varie la recaudacién (a permanece fijo), implica una mayor reduccion en

12 se define como:
1

ks +2)=(A +2)(A + 1)_[(1- P (Lx-7(P) ~ Lx(P))AP = Gx (A +2) — Gy (A +2).
0

13 Viene dado mediante la expresion:
1

LA +2) = (A +2)(A +1)J’(1— P (Lx(®) ~Lr(P))dp = Cr(A +2) -Gy (A +2), siendo C; (A+2) el indice
0

1
de concentracion de las cuotas del impuesto, C;(A +2) =1-(A +2)(\ + 1)‘!’(1— p) L (p)dp.

— 18 —



Instituto de Estudios Fiscales

la privacion media de la sociedad. Si t(x) fuese regresivo
(lrs(A +2) <0, 1 (A +2)<0) las conclusiones serfan las contrarias, la privacion so-
cial media aumentaria al pasar de un impuesto proporcional a uno regresivo de
recaudacion equivalente.

En la siguiente proposicion se recogen los resultados obtenidos, hasta ahora,
en esta seccion.

Proposicion 3. Si sobre una distribucién de renta incide un impuesto cuyos
tipos marginales son menores que la unidad, se verifica:

a) Si t(x) es estrictamente creciente a lo largo de la escala de rentas, reduce la
privacion de cada contribuyente. La reduccion social media, al ponderar me-
diante w(x,A), coincide con la reduccién de la desigualdad absoluta, evaluada
mediante el indice absoluto de Gini generalizado, al pasar de la distribucion
de la renta antes de impuestos a la distribucion después de impuestos.

b) Si t(x) es estrictamente progresivo reduce la privacion de cada contribu-
yente en mayor cuantia que el impuesto proporcional equivalente en re-
caudacién. Para el conjunto de la sociedad, al aplicar el esquema de
ponderacion w(x,A), esa reduccion es igual al producto de la renta media
después de impuestos (impuesto medio) y del indice de redistribucion de
Reynolds-Smolensky (indice de progresividad de Kakwani) definidos am-
bos mediante el coeficiente de Gini generalizado.

Es interesante observar que si Wy ,Wy_1 ¥ Wy _prop SON, respectivamente,
los niveles de bienestar, evaluados mediante la renta igualmente distribuida
(REID) asociada al indice de Gini generalizado, correspondientes a la distribu-
cion de renta antes de impuestos, a la distribucién de renta después de im-
puestos y a la que resultaria de la aplicacion de un impuesto proporcional
equivalente, se tiene:

Wy =p(1-Gx (A +2)) [24]
Wyt = (1= a)(1-Gx-r (A +2)) [25]
Wx-prop = K1~ 0){1-Gx (A + 2)) [26]

y, por lo tanto, a partir de [25] y [26], resulta:
Wy -1 =Wyx_prop =HA-a)(Gx (A +2) =Gx_1(A+2)=

=M1 - a)lgs (A + 2) = patl (A + 2) =Dy x-prop - Deyx-1 - [27]

Por lo tanto se ha probado la siguiente proposicion.

Proposicion 4. Cuando el bienestar social se evalia mediante la funcion de
bienestar social que asigna a cada distribucion de renta la renta equivalente
igualmente distribuida asociada al indice de Gini generalizado, la ganancia de
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bienestar que supone la progresividad impositiva frente a la proporcionalidad,
coincide con la reduccion de la privacion social media.

Cuando A es un entero positivo, si de la distribucion de rentas representada
por F se extraen muestras aleatorias de tamafio A+ 2, de la argumentacion que
se realizo en la seccion anterior se deriva que Wy es el valor esperado del esta-

distico de primer orden xW gue asigna a cada muestra su renta minima. Esto es:

X*

Wy = (1= Gy (A +2) = [xdFy(x),

siendo Fy(x)=1- (- F(x)}**? la funcion de distribucion de x@. En consecuencia, la
funcion de bienestar Wy se puede interpretar como el valor esperado de los ni-
veles de bienestar de todas las muestras posibles de tamafio A + 2, cuando el bie-
nestar asociado a cada una de ellas se identifica con su renta mas baja. Siguiendo a
Muliere y Scarsini (1989) este criterio podria denominarse (A +2)-maximin. De
nuevo, un aumento del pardmetro A, en el conjunto de los nimeros enteros,
implica asignar mayor peso a las rentas mas bajas. Una interpretacion anéloga
admiten las funciones de bienestar Wy_; ¥ Wy _prop , €N relacion a las distribu-
ciones de renta disponible resultantes, respectivamente, de aplicar el impuesto
t(x) y el proporcional de recaudacion equivalente. A este respecto, es inmediato
comprobar que se verifican las igualdades:

X*

Wyt =l - a)1-Gx_r(A+2))= J’(X ~ t(x))dFy(x)

Wy prop = H(L= @)(L~ Gy (A + 2)) = [(x — x)dFy(x)

X1

Esta interpretacion de las funciones de bienestar concuerda, a traves de la
expresion [27], con el significado del pardmetro A en el indice de redistribucion,
lks(A+2), 0 en el de progresividad entendida como desviacion de la proporcio-
nalidad, I, (A +2). Esa misma expresion permite una interpretacion normativa de
ambos indices a partir de las igualdades:

Wyt =Wy
lrs (A +2) =— Tu(l_ fx)PROP [28]
IK ()\ + 2) - WX—T _HVC\XIX—PROP [29]

El indice Iks(\ +2) [l (A +2)] es el cociente entre la ganancia de bienestar que

implica la progresividad impositiva frente a la proporcionalidad y la renta media
disponible [el impuesto medio].
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4. CONCLUSIONES

Al igual que mediante un esquema de ponderacion, que asigna mayor peso a
las rentas mas bajas de una distribucion dada, se generaliza el coeficiente de Gini
ordinario, a partir de la privacién definida en el sentido de Hey y Lambert
(1980) la utilizacion de un esquema analogo, que también implica ponderar en
mayor medida la privacion experimentada por los individuos con menor nivel de
renta, permite expresar la privacion social media en funcion del indice de Gini
generalizado. De ese modo se dispone de una familia de indices de privacion,
dependiente de un pardmetro. Ello permite, al considerar un conjunto de distri-
buciones con igual renta media, contrastar la robustez de la ordenacién de sus
respectivas privaciones medias respecto a diferentes juicios distributivos.

Cuando el parametro A de la funcién peso utilizada para agregar la privacion
asociada a los diferentes niveles de renta, es entero positivo, la privacion social
media coincide con el valor esperado del estadistico que asigna a cada muestra
aleatoria de A +2 rentas de la distribucion, su renta minima. Esta interpretacion,
en términos estadisticos, pone de manifiesto el caracter de A como parametro
de valoracion distributiva.

Si la poblacion se considera homogénea respecto al conjunto de caracteristi-
cas que, ademas de la renta, tienen incidencia fiscal, la aplicacién de un impuesto
estrictamente creciente reduce la privacion individual y la reduccion de la priva-
cion social media, obtenida mediante el sistema de ponderacién indicado, es
igual a la variacion de la desigualdad evaluada mediante el coeficiente absoluto
de Gini generalizado. Cuando el impuesto es progresivo en términos relativos,
tipos medios crecientes, reduce la privacion de cada individuo en mayor cuantia
que el proporcional de recaudacion equivalente. La diferencia entre ambas re-
ducciones medias, es el producto de la renta media disponible y el indice de Re-
ynolds-Smolensky (1977), definido a partir del indice de Gini generalizado, o,
alternativamente, el producto del impuesto medio y el indice de Kakwani
(1977), definido a partir del citado indice de desigualdad. Por supuesto, también
en este contexto al aumentar el valor del parametro que interviene en la ponde-
racidn se asigna mayor peso a la incidencia del impuesto en niveles de renta ca-
da vez menores.

El hecho de que la ganancia de bienestar que supone la progresividad impo-
sitiva frente a la proporcionalidad, coincida con la reduccion de la privacion so-
cial media, permite una interpretacion normativa de los indices de redistribucion
y de progresividad.
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